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曲线 1 yy xe  在点 (0,1) 处的切线斜率为 

0, 1 0, 11

y

y

e
k y e

x y x yxe
    

   
                    5 分 

所求切线方程为 1y ex                                     6 分 

16.解：
23 2

dy
t t

dt
  ，

1
1

1 1

dx t

dt t t
  

 
，                       2 分 

2
23 2

3 5 2

1

dy t t
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tdx

t


   



，                                      3 分
 

2
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( )
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6 11

1

d dy

d y tdt dx t
dx tdx t

dt t


    


     

                           6 分
 

五．解答题(每小题 8 分，共 16 分) 

17 解：使函数 )(xf 在 0x  处可导，必使函数 )(xf 在 0x  处连续， 

 
2

0 0
lim ( ) lim (1 cos )

2x x

a a
f x x

x  
   ， 2

0 0
lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x bx
  

    ， 

由
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

    解得 2a  ，                                 3 分 
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0 0 0
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1

( ) (0) 2(1 cos )
(0) lim lim lim

x x x

x

f x f x xxf
x x x  

  


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       

2
0 0

2sin 2 2cos 2
lim lim 0

3 6x x

x x x

x x  

 
     

2

0 0

( ) (0) 1 1
(0) lim lim

x x

f x f x bx
f b

x x 
 

        6 分 

使函数 )(xf 在 0x  处可导， (0) (0)f f 
  ， 0b                        7 分 

当 2 0a b 、 时，函数 )(xf 在 0x  处可导。                             8 分 

18. 解：函数
3 2(2 5)y x x  在 ( , )  内连续， 

2 1

3 3
1 1

3 3

2 6 2(2 5) 10 10
2 (2 5)

3
3 3

x x x
y x x x

x x

   
                             1 分 
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1 2

3 3

2 4

3 3

1
10 (10 10)

10(2 1)3

3 9

x x x
x

y

x x



  


   ，                              3 分 

令 0y  ，得
1

2
x   ，且函数 )(xf 在 0x  处不可导 

0x   1
( , )

2
   

1

2
  

1
( ,0)

2
  

0  
(0, )  

y  
- 0 + 不存在 + 

y  上凸  上凹  上凸 

曲线
3 2(2 5)y x x  在

1
( , ],[0, )

2
   上上凹， 

曲线
3 2(2 5)y x x  在

1
[ , 0]

2
 上上凸，                               7 分 

点 31
( , 3 2)

2
  、 (0,0) 是曲线

3 2(2 5)y x x  的拐点。                  8 分 

六．证明题(每小题 5 分，共 10 分) 

19. 证：(1)设
5( ) 1f x x x   ， ( )f x 在[0,1] 上连续， 

(0) 1, (1) 1,f f   即有 (0) (1) 0f f 由零点存在定理至少存在一个 (0,1)   

使得 ( ) 0f   ，    即方程 015  xx 至少有一个正实根。         3 分  

(2)假设存在另一个 1 1(0,1),    ，使得 1( ) 0f   ， 

不妨设 1  ， ( )f x 在 1[ , ]  上连续，在 1( , )  内可导， 

1( ) ( ) 0f f   ，由罗尔定理，存在 1( , )   ，使得 ( ) 0f          4 分 

而
4( ) 5 1 1f x x    ，故矛盾，因此假设不成立，                  

方程 015  xx 只有一个正实根。                                   5 分 

注：也可以利用单调性来证明唯一性。 

 20.证：设 ( ) ( 1) ( )F x x f x  ，由于 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内可导， 

( )F x 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内可导，且 (0) (0) 0, (1) 0F f F    ，    
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由罗尔定理，存在 (0,1)  ，使得 ( ) 0F                                 3 分                    

( ) ( ) ( 1) ( )F x f x x f x    ，而 ( ) ( ) ( 1) ( ) 0F f f                        4 分 

即存在点 )1,0( ，使得  ( ) ( ) ( )f f f      。                        5 分 

21. 解：显然
2 2 2r h l  ，圆柱体的体积为

2V r h                        1 分 

2 2 2 3( ) ( )V l h h l h h      (0, )h    2 2( 3 )
dV

l h
dh

   
2

2
6

d V
h

dh
    4 分 

 2 2( 3 ) 0
dV

l h
dh

     ，得驻点 3

3
h l ，

2

2
03

3

d V
l

dh h




              6 分   

当
3

3
h l ，

6

3
r l 时，圆柱体的体积最大。                           8 分 





四. 解答题（本大题共 3个小题，每小题 6分，满分 18 分）

14.解:将 x

x
xy )
1

(


 取对数,得

)1ln(ln
1

lnln 


 xxxx
x
xxy 2 分

将上述方程两边对 x 求导,得

1
)1ln(1ln1



x
xxx

dx
dy

y 5 分

)
1

1
1

(ln)
1
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
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




xx
x

x
x

x
xxx

x
x

dx
dy xx

6 分

15.解. tt
dt
dy 23 2 

t
t

tdt
dx







11
11 2分

dt
dx
dt
dy

dx
dy

 253
)1/(
23 2

2





 tt
tt

tt
4分

)(2

2

dx
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dx
d

dx
yd


))1ln((
)253( 2





tt
tt

t
t

tt
t 5116

)1/(
56





 6分

16.解：将 0x  代入方程 exye y  得 1y 1 分

将方程 exye y  两边对 x求导： 0  y dy dye y x
dx dx

， 3 分




y
dy y
dx e x

，
1

0
 


dy

xdx e
5 分

曲线 )(xyy  在 0x 处的切线方程为:
11  y x
e

6 分



五、应用题（本大题共 2个小题，每小题 8分，满分 16 分）

17.解:

1 1
( ) 0 1

1 1

 
 
 

x
f x x

x 2 分

0)1(1)1(lim)(lim
11


 

fxf
xx

, 0)1(11lim)(lim
11


 

fxf
xx

函数 )(xf 在 1x 不连续 , 1x 为函数 )(xf 在的第一类跳跃间断点. 4 分

0)1(1)1(lim)(lim
11


 

fxf
xx

, 0)1(1)1(lim)(lim
11


 

fxf
xx

函数 )(xf 在 1x 不连续 , 1x 为函数 )(xf 在的第一类跳跃间断点. 7 分

函数 )(xf 在 ),1(),1,1(),1,(  内连续 . 8 分

18.解. )(xf 在 1x 处连续, 1)0()(lim)(lim
00


 

fxfbaxf
xx

得 1 ba 2 分

2
1
1lim

1
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2
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









 x
x

x
fxff

xx
4分

a
x
bax

x
fxff

xx










 1

1lim
1

)1()(lim)1(
0101

6分

)(xf 在 1x 处可导,即 )1()1(   ff 得 2a 从而 1b 7分

当 2a , 1b 时， )(xf 在 1x 处连续且可导. 8 分



六、综合题（本大题共 3个小题，每小题 6分，满分 18 分）

19.证 由于
1

)1
2

1
1

1( 2

2

2222
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











 n
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nnnn
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n  3 分

1
1

lim,1lim 2

2

2

2





  n

n
nn

n
nn

4分

由夹逼准则,知 1)1
2

1
1

1(lim 222 






 nnnn

n
n

 6 分

20. 证 由于 xxf ln)(  在区间 ],[ ab 上连续,在区间 ),( ab 上内可导

由拉格朗日中值定理知,存在 ),( ab ,使得


 1)(lnln)()(







 f

ba
ba

ba
bfaf

4 分

由于 ),( ab , ab  0 ,得:
ba
111




.

从而有
b
ba

b
a

a
ba 


 ln 6 分

21.解.由于 1
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)()(lim 2 



 ax
afxf
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0)(
)(

)()(lim))()((lim 2
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
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

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afxfafxf
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)()(lim afxf
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


,故 )(xf 在点 ax  处的连续 2分
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

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ax
ax
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故 )(xf 在点 ax  处的可导 4分

由于 1
)(

)()(lim 2 



 ax
afxf

ax
,故由函数极限的保号性知,存在点 ax  的的去心邻

域 ),(
^
aU ,则对 ),(

^
aUx ,有 0

)(
)()(

2 


ax

afxf
,即 )()( afxf 

函数 )(xf 在点 ax  处取得极大值. 6 分
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